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Notations
C(R) :L’espace des fonctions continues sur R.
C™(R) : L’espace des fonctions m fois continues dérivables sur R.
C*(R) : L’espace des fonctions infiniment continues dérivables sur R.
L? : L’espace de Hilbert
H : L’espace de Sobolev.
D(2) : L’espace régulier (défini sur un espace ouvert Q).
(ou Cgo( ) L’espace régulier des fonctions a support compact).
LY(Q) (x)/ [, |u |da: < oo, fonctions intégrables}.
L*(R ) {u( )/ (u( = [ \u | dx < oo, fonctions carrées intégrables}.
L*(C) : {u(x)/ (u = [eu(z).v(z)dz < oo }.
LP(Q) : {u/ HUHLP(Q) fQ u(z |p dx < +OO}
() {u(@)/ [ull o () = SuPgern €88 u(z)| < +o0, fonctions Lebesgue-
mesurables }.
Les espaces normés précédents sont des espaces de Banach.
x = (z1,T2,..,2,) ER™ et y = (y1,Y2, .., Yn) € R™. ||2|| = (22,23, ..,22)/2,
(x,y) = z1y1 + T2y2 + ... + TpYn. Produit scalaire entre u et v.(ou (u,v))
u(z) = u(xy, o, .., Ty)
|lu|| : Norme de u
Vu(z) = (68;1 " M ) € R™( Gradien)
Au(z) = gzu +..+2 (%n € R ( Laplacien )
F(u)(&) =u() = /u(x)e”fzdaz (Transformation de Fourier).
R

FLl(a)(z) = ﬁ/ﬁ(ﬁ)eifzdf (Inverse de la transformation de Fourier).

F(uv)(§) = ]—"(u)(?) * F(v)(&) ( Produit de convolution).

(s v)(x) = / u(z — y)o(y)dy.

/Au'vdm = /(Vu Vo) dz + /g—flvda(x). (Formule de Green).
Q Q T




Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDPs) sont omniprésentes dans toutes
les sciences, puisqu’elles apparaissent aussi bien en dynamique des structures,
mécanique des fluides que dans la théorie de la gravitation ou de ’électroma-
gnétisme (exemple : les équations de Maxwell). Elles sont primordiales dans
des domaines tels que la simulation aéronautique, la synthése d’images et les
finances. Les équations les plus importantes de la relativité générale et de la
mécanique quantique sont également des EDPs. Ce sont des équations indispen-
sables pour la résolution de presque la totalité des problémes dans les domaines

cités précédemment. Nous citons comme exemples :

- L’équation d’ondes décrivant les phénomeénes de propagation des ondes dans

-1 . / . 1 8%u _ 8%u 9%u Pu _
des milieux physiques donnée par : Au— Z 57 = 0= g5 + 55 + 5% =

1 9%u

== g, ¢ représente la célérité pour le cas de la lumiére ou la vitesse de

propagation de ’onde w.

- L’équation de Fourrier ou équation de la chaleur qui décrit I’évolution de

la température en fonction du temps et de I'espace, écrite sous la forme

9 _ 1 0u

2 . .., . e
5.2 = o gt Ou « est appelé diffusivité thermique du milieu.

R

La résolution de certains EDP conduit a des solutions analytiques bien
connues, toutefois un nombre important d’autres équations existent sans so-
lutions analytiques. Les équations qui doivent étre prises en considération pour
une réaliste description des processus, sont en général tellement complexe. C’est
dans cette objectif que les recherches se sont penchées sur les méthodes numé-
riques pour arriver a approximer les solutions de ces équations. Pour cela on

donne quelques méthodes numériques qui permettront de trouver une solution



approchée de 'EDP. Ainsi des approches théoriques et expérimentales ont été
entreprises ces derniéres années telles que les techniques de simulation numé-
rique largement utilisées dans les disciplines scientifique. Parmi les méthodes
numériques les plus utilisées la méthode des éléments finis associée a Courant,
qui en a créé les fondements mathématique dans les années 1940 et 'appliquer
4 des domaines variés de la physique. La terminologie «élément finis » a été
introduite par Clough en 1960 et la méthode des différences finies qui semble la
plus intuitive pour 'approximation des solution aux dérivées partielles et la mé-
thode des volumes finis. Ce sont les trois grandes méthodes numeériques les plus
utilisées et nous allons restreindre notre champ d’étude aux deux premiéres
méthodes. Notons que l'algorithme de résolution dépend trés étroitement du
type du probléme posé. On exigera que I’équation satisfasse quelques propriétés

comme la linéarité pour que la résolution soit possible.



Chapitre 1
Préliminaires

Nous donnerons quelques résultats de base qui serviront dans les chapitres
suivants. On rappellera, en particulier, la solution analytique de quelque pro-
blémes d’EDPs. Des notions de stabilité numérique et la consistance et la conver-
gence d’'une méthode numérique et finalement on donne le théoréme de Lax-

Milgram qui concerne ’existence et I'unicité de la solution de 'EDP.

1.1 Généralités et définitions sur les EDPs

1.1.1 Equation différentielle aux dérivées partielle :
Définition 1.1.1

Une EDP est une équation dont les solutions sont des fonctions inconnues vé-
rifiant certaines conditions concernant leurs dérivées partielles. C’est une équa-
tion mathématique contenant en plus de la variable dépendante u, des variables
indépendantes (z,y,...) € R™ et une ou plusieurs dérivées partielles qu’on peut
écrire sous la forme

f(imy 0000 00 00 P Pu P N
Y e B By B2 a2 92 Bt ) '

L’EDP est dite linéaire si ’équation précédante écrite sous forme Lu = 0

avec L un opérateur différentielle linéaire i.e L(cius + caue) = ¢1 Luq + coLus.



Par contre PEDP est dite non linéaire si L est non linéaire par exemple :
I’équation de chaleur ,

ou_ 0z

Cette équation est une EDP linéaire avec L = % — kaa—;, et ’équation de

Burger est définie par :

ou  0%u ou

C’est une EDP non linéaire.

1.1.2 Classification des EDPs linéaires du second ordre

Soit X = (z1,@2,...,2,) € R" et u € C*(R"), une EDP lindaire du second

ordre, elle est donnée sous la forme :

En:f:A» »(x)ﬂ(m)—kf:B-%(m)—kCu—G(m) (1.4)
X - J 89@ ﬁxj . ! 6%1 - '
i=1j=1 i=1
Avec A; j(z), B;, C, G des fonctions indépendantes de u ne s’annulant pas
toutes simultanément dans R™, en particulier une EDP linéaire du second ordre

a deux variables sur un domaine  C R? sous la forme :

0%u 0u 0%u ou Ou
A — B — —_— —, —) =
(@,9) 55 (@, y)+B(z,y) oy (z,y)+C(z,y) 920y (@, y)+f(z,y,u, 5, 8y) 0
(1.5)
A = B%(z,y) — 4A(z,y)C(x,y).
* Si A <0, on a une EDP de type elliptique.
* Si A >0, on a une EDP de type hyperbolique.

* Si A =0, on a une EDP de type parabolique.

La classification des EDP d’ordre 2 s’étend au cas ou il y a plus de deux

n n
variables indépendantes. Soit 'EDP > EAZ‘J(:C)%((E) + B(X,u, %) =0
i=1j=1 R ‘
ou B ne contient pas de dérivées secondes. On considére la matrice A = [a;;]
contenant des coefficients de plus haut degré de 'EDP. Le signe des valeurs

propres de A indique le type d’équation :

* Si toutes les valeurs propres de A sont de méme signe et non nulles, I’équation

est dite elliptique.



* Si au moins deux v.p. de signes opposés, mais pas de v.p. nulle, I’équation est
dite hyperbolique.

* Si au moins une valeur propre est nulle, I’équation est dite parabolique.

1.1.3 Probléme mathématique aux dérivées partielles
Définition 1.1.2

Un probléme mathématique aux dérivées partielle c’est un probléme qui s’écrit
sous la forme :
Flta ou ou du Pu Pu ) _ ¢
YLy Yy ey U » Ot Oz’ Oy Bt dx2 ) T (16)
avec conditions
Exemples :
1. le probléme de Cauchy (donné avec condition initiale) :

(F —Au=f
u(z,0) = ¢g(z) avec z € Q

2. Le probléme mixte ( donné avec condition initiale et condition aux limite) :

(55— Du=f
u(z,0) = py(z) avec x € [a, b] (1.7)
u(a,t) = u(b,t) =

3. Le probléme de Dirichlet non homogeéne (donné avec la condition aux
limite) :

—Au(t,z) + c(z)u(t,z) = f(t,x) z€Q (L8)
u(t,x) =8 , z €T (Test la frontiere de 2 ) '

4. Le probléme de Neumann non homogene (donné avec la condition sur la

dérivée) :

—Au(z,t) + c(z, t)u(z,t) = f(z,t) z€QteRT

gg(x 0)=g(z) ,z €Tl

(1.9)



Définition 1.1.3
Un probléeme est dit bien posé est un probléme qui admet mathématiquement
une solution unique dépendant de facon continue des conditions du propléme.

i.e vérifie trois condition (I’existence, l'unicité de la solution et la stabilité ).

Définition 1.1.4
Un probléme est dit mal posé si la solution de ce probléme vérifie I’équation sans

vérifier l'une des conditions du probléme, par exemple :

"
=0
(@) (1.10)
w'(a) = a,u'(b) =B (a# )
La solution de ce probléme est de la forme : u(x) = Az 4+ B. A partir

des conditions du probléme : u'(a) = A = a et v/ (b) = A = 8 ce qui est

contradictoire.

1.1.4 Solution classique de quelques EDPs

a) Solution classique d’une équation hyperbolique : ’équation de

transport

Nous nous intéressons maintenant a la résolution du probléme suivant :

%u(z,t) +cPi(z,t)=0 z€R teR"

1.11
w(z,0) = uo(x) ( )

Ou c est la vitesse et uy est une fonction donnée dans C'(R). Du fait que

des dérivées d’ordre 1 interviennent dans ’équation du probléme (1.11), on

cherche une solution u € C*(R x RT). Dans ce cas, il est possible de voir que

la solution u reste constante le long de la courbe paramétrique (C¢) définie par

(Ce) = {(z(t),t),t € RY : 2/(t) = ¢, z(0) = &} (ou € € R). En effet, la fonction f

définie par f(t) = u(z(t),t)(t € RT) de classe C'par composition est telle que :
ou Ou

o) = S0 2 ()5 @), 0 (112
ou ou
= E(:c(t),t)Jrc%(m(t),t):O (1.13)

Nous avons ainsi u(z(t),t) = u(z(0),0) = ug(€). A présent, pour tout couple

(z,t) € (C¢) on donnera la valeur de la solution de (1.11) sous forme



u(z,t) = up(§). Dans notre cas z'(¢t) = ¢ fournit z(¢) = ¢t + £ pour t € R
et (z,t) € (Cg¢) si et seulement si = ¢t 4+ £. Pour terminer on a la proposition

suivante :

Proposition 1.1.1

La solution du probléeme(1.11) est donnée par :
u(x,t) = up(z — ct) pour (x,t) € R x Rt (1.14)

Cette méthode est connue sous le nom de méthode des caractéristiques. Les
courbes (C¢) sont alors les courbes caractéristiques liées a ’équation de transport
et le point £ vérifiant (z,t) € (C¢) est appelé pied de la caractéristique passant
par (z,t). Ainsi, (C¢) est la courbe caractéristique du pied £. La relation (1.14)
mountre que la valeur de la solution en le couple (z,t) ne dépend en fait que de
la donnée de Cauchy en ug en £ = x — ct.

Preuve. (Voir [6]proposition 3.1.1. pour la démonstration on utilise la trans-
formation de Fourier, comme on va le faire ci dessous dans 1’équation de la

chaleur ). m

b) Solution classique d’une équation parabolique (I’équation de

chaleur) :

Nous nous intéressons maintenant a la résolution du probléme suivant :

Su(z,t) — alu(z,t) =0 =z €R", teR",a>0

u(z,0) = up(x) xR (1.15)

ug € C°°( R™). On cherche ici une solution v € C°°( R™) en temps et en espace.
Nous utilisons la méthode de la transformée de Fourier, en supposant que u et
toutes ses dérivées admettent a tout instant des transformées de Fourier (soit
up € L?(R™)). Par intégration deux fois par partie on trouve que la fonction 4

vérifie I’équation différentielle.

f(%(:z:,t)) = FlaAu(z,t)) (1.16)

o L= / oz, e~ Edz = i [€])%a(€, 1)
R

d
& 1) = —algl*a ) (|l carg R
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Avec la condition initiale 4(£,0) = 4y(£) pour £ dans R™. On a donc expli-
citement & tout temps :
a(&,1) = eI g ¢) (1.17)

On pose g;(€) = el alors :

u(,t) = Fora(,t) = F; (gedo) (1.18)
Fy M (ge) * Fy Hao) = Fy ' (ge) * uo

La transformée de Fourier inverse de la fonction ¢; est donnée par :

1 _ =

Fo Hge(2)) = a3 ™ (1.19)

Proposition 1.1.2

La fonction u définie sur R™ x ]0,+oo[ par

1 _ vl
u(zx,t) = W/e 1ot ug(z — y)dy (1.20)
R7l

(B

Est la solution du probléme (1.15). La fonction E(z,t) = e~ ot /(47at)™/?
est appelée noyau de la chaleur sur R™. Elle vérifie ’équation de la chaleur pour

z € R"ett>0.

1.2 Les méthodes numériques pour résoudre un

probléme d’EDP :

La résolution des EDPs numériquement consiste a approcher la solution

d’une EDP avec plusieurs méthodes

1.2.1 Caractérisation des méthodes numériques

Pour illustrer les différents aspects qui jouent un role lors de 1'utilisation des
techniques numériques de simulation pour la solution des problémes. La pre-
miére étape consiste en la modélisation mathématique appropriée du processus
& analyser, ou dans le cas ol un ensemble de programmes existent, on utilise

le modéle qui est le mieux adapté pour résoudre ce probléme. Cet aspect, que

11



nous examinerons plus en détail dans les chapitres I1 et I11 , doit étre considéré
comme crucial, car la simulation en général ne donnera pas des résultats fiables,
si elle n’est pas fondée sur un modele adéquat. Le probléme continu qui résulte
de la modélisation en général des systémes d’équations différentielles doit alors

étre convenablement approché par un probléme discret.

1.2.2 Procédure pour l’application des techniques de si-

mulation numérique pour la solution de problémes.

Le processus, qui est appelé discrétisation, consiste principalement a deux
taches : la discrétisation du domaine du probléme, la discrétisation des équa-
tions. La discrétisation du domaine du probléme, qui est abordée dans le chapitre
11, se rapproche du domaine continu (dans l'espace et le temps) par un nombre
fini de sous-domaines, dans lequel les valeurs numériques d’inconnues est une
quantité déterminée. L’ensemble de relations pour le calcul de ces valeurs seront
obtenues par la discrétisation des équations, ce qui se rapproche des systémes
continus. Contrairement a une solution analytique, la solution numérique génére
donc un ensemble de valeurs associées a la discrétiation du domaine du probléme
& partir de laquelle ’approximation de la solution peut étre construite. Il existe
principalement trois approches différentes disponibles pour la procédure de dis-
crétisation : la méthode de volumes finis, la méthode des différences finies et la
méthode des éléments finis et on s’intéressera plus aux deux derniéres méthodes

dans le chapitre IT et III (respectivement).

1.2.3 Le schéma numérique :

Il est obtenu a partir la discrétisation du domaine et la discrétisation de
I’équation a partir de 'approximation des dérivées partielles ou moyen des dé-

veloppements de Taylor.

12



1.2.4 La stabilité numérique, la convergence et la consis-

tance.

Une fois le schéma discret choisi, il sera nécessaire de le résoudre. Le pro-
cessus de résolution, & la vue des équations sera la plupart du temps itératif.
On calculera les valeurs de u de proche en proche. Une valeur donnée de u sera
donc calculée en utilisant le résultat du calcul d’autres valeurs de u. Les erreurs

arrondies étant inévitables sur machine,

Définition 1.2.1

Une méthode numérique est stable si ces erreurs ne s’amplifient pas (trop) au
cours du calcul.

Définition 1.2.2

Une méthode numérique est consistante si l’erreur de discrétisation de l’équation

tend vers 0 lorsque le pas de discrétisation tend vers 0.

Définition 1.2.3
La convergence d’un schéma numérique est une propriété théorique globale assu-
rant que l’écart (au sens d’une norme) entre la solution approchée et la solution

exacte tend vers 0 lorsque le pas de discrétisation tend vers Q.

Théoréme 1.2.1
(Théoréme de Laz) :Le schéma numérique est convergent si et seulement s’il est

consistant est stable .

Preuve. (voir [3] Théoréme 2.8) m

1.2.5 Existence et 'unicité de la solution pour 'EDP.
Espace de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du 20°™¢ sieécle et ont
permis de résoudre un nombre de problémes concernant les équations aux déri-
vées partielles restés sans réponse jusque la. Nous nous limiterons aux espaces

les plus utiles. (soit Q € R3)

13



L’espace H'(Q) et H?*(Q)
Définition 1.2.4

On note H'(Q) l’espace linéaire fonctionnel défini par :

H'Y(Q) = {u € LZ(Q)/% € L2(Q)} (1.21)

Que Pon munit du produit scalaire noté ((u,w))1 o :

Q

3
(e = [ e+ Y 55 s (1.22)
J=1 i 7

Et par le fait méme d’une norme induite :

3 2 1/2
lully g = (((w,u))10)"/? = (/Q (u2 + (z_; (S;L) )) da:) (1.23)

Définition 1.2.5

<

On définit H}(Q) comme étant la fermeture de D()) pour la norme -1 .6-
Ainsi, pour chaque v € H} (), il existe une suite de fonctions (u;);en de D(Q)
telles que :

Jim [ u o =0 (1.24)
Les fonctions de Hg(£2) s’annulent donc au bord et on peut écrire :
Hy(Q) = {ue H(Q)/u=0sur T} (1.25)
On peut aussi définir :
H%O(Q) ={ue H'(Q)/u=0sur Iy} (1.26)

Ou I'y est une partie de la frontiére I' du domaine 2. En dimension 1, on a par

exemple :
H'(Ja,b]) = {u € L*(Ja,b]) /v’ € L*(Ja,b])} (1.27)

Et
Hg(Ja,b[) = {u € H'(Ja, b]) /u(a) = u(b) = 0}

(1.28)
A}, (Ja,b) = {u € H'(Ja,b])/u(a) =0 ou u(b) =0}

14



Définition 1.2.6

On note H?(Q) lespace linéaire fonctionnel défini par :

0%u
axiaxj

H?*(Q) = {u € LQ(Q)/@ € L*(Q) et

L*(2),1<i,5 < 1.2
- c @ 1<ij <3} (129)

Que Pon munit du produit scalaire noté ((u,w))2q :

3 3
Ou Ow u 0w

4,j=1

Et par le fait méme d’une norme induite

3 2 3 2 1/2
du 0?u
_ 2
o= | [ 0+ (Zi_l (52) ) Py (5555) | o) s
L’espace HZ(2) est défini par :
2 9 ou
HiQ)=queH (Q)/u:%:O (1.32)

Ou % est défini sur la frontiére I' est appelée la trace normale de u au bord

que ’on note v, (u). Rappelons que :
71 (1) = =— = Vu.n (1.33)

Ou n est le vecteur normal unitaire & T .

Définition 1.2.7
On appelle forme linéaire une fonction linéaire sur un espace de Hilbert V' qui

vérifie les propriétés suivantes :

I(Au) = Al(u) YoeVetVAeR

(1.34)
l(ud1 + vA2) = Arl(u) + A2l (v) Yu,v €V

Définition 1.2.8
Une forme linéaire | sur l'espace de Hilbert V. munie de la norme |||y, est dite

continue s’il existe une constante C' telle que :

(w)| < C.|lull, VueV (1.35)

15



Définition 1.2.9

L’ensemble de toutes les formes linéaires continues sur un espace de Hilbert V
est appelé espace dual de V et est noté V'.

Définition 1.2.10

Une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert V est une application a(.,.) :

VxV -k (k=R ouC) verifiant :

a(auy + Pug, w) = aa(uy, w) + Ba(uz, w).Yui,us € V,a, f €R (1.36)
a(u, awy + fwy) = aa(u, wy) + Ba(u, we).Vw,ws € V,a, 5 € R
Une forme bilinéaire est donc linéaire en chacun de ses 2 arguments.
Définition 1.2.11
Une forme bilinéaire a est dite continue sur V- x V sl existe une constante C
telle que :
a(u, w) < Cllully wl, (1.37)

Définition 1.2.12
Une forme bilinéaire est dite coercive ou elliptique s’il existe une constante stric-

tement positive C' telle que :

a(u,u) > C |ull} YueV (1.38)

Application : ( Un probléme modéle ) On se propose de résoudre le
probléme de Dirichlet suivant : trouver la solution u : Q C R™ — R

—Au(z) + c(x)u(z) = f(x) €N (1.39)
u(z) =0 zel

Nous supposons que 'ouvert 2 est borné de frontiére lipchitzienne et que
c € L>®(Q) et f € L*(Q). On souhaite d’abord répondre aux questions suivantes :
1. Ce probléme admet-il une solution 7 Si oui dans quel espace ?
2. Si une telle solution existe, est-elle unique ?
3. Si oui, dépend-elle continument de la donné 7

S’il est possible de répondre de maniére positive a toutes ces questions, on
dit que le probléme est «bien posé au sens d’Hadamard». Sinon le probléme est

mal posé donc il admet une solution faible et dans ce cas on fait une stratégie

qui consiste & transformer le probléme en I’écrivant sous forme variationnelle.

16



Formulation variationnelle du probléme Supposons que u soit une solu-
tion du probléme (1.39) ayant la régularité suivante u € H?(€). Soit v € H'(Q)
quelconque. Multiplions 1’équation du probléme (1.39) par v(z) et intégrons sur

Q . On vérifie que cette intégration est possible, on a donc :

/ = Au(@)o(a)dz + / o@)o(@)u(z)de = / F@p@ds  (1.40)
Q

Q Q

On utilise ensuite la formule de Green pour en déduire :

/Vu(x)Vv(w)dm - /vlu(x)'yov(x)df‘(a:) + /c(x)v(m)u(w)dm = /f(w)v(x)dm
Q Q Q Q
(1.41)

Supposons maintenant que y,v(z) = 0 (i.e. que v € Hg () remarquons que
cette propriété est satisfaite par la solution w), il reste alors : Pour tout v € V,
A(u,v) = L(v) ou :

V= H}(©)

A(u,v) = /Vu(x)Vv(a:)dm + /c(x)v(x)u(x)dx

J (1.42)

Q
L(v) = [ f(z)v(z)dzx
/

Le probléme : Trouver u € V tel que (1.42) ait lieu est appelé « formula-
tion variationnelle » du probléme (1.39). Dans cette formulation on remarque
que Pespace V est un Hilbert et que la forme A est bilinéaire et que la forme
L est linéaire, pour 1’étude du probléme variationnel. Supposons dans un pre-
mier temps avoir résolu ce probléme ( la résolution résultera du Théoréme de
Lax-Milgram ). La solution du probléme variationnel est aussi une solution du

probléme continu comme illustré dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.1
Soit u € H?(Q). Alors u est une solution du probléme aux limites (1.39) si et

seulement si elle est solution du probléme variationnele (1.42)

Preuve. (Voir [3]proposition 1.1) m
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Théoréme 1.2.2
(Théoréme de Riesz) Soit H un espace de sobolev et L une forme linéaire
continue sur H . Alors, il existe un unique élément u de H tel que : pour tout
ve H

L(v) = (u,v) (1.43)

Preuve. ( Voir [3]Théoréme 3.2) m

Théoréme 1.2.3

(Théoréme de Lax-Milgram) Soit V un espace de Hilbert réel, A est une
forme bilinéaire, continue et coercive sur V.x V et L est une forme linéaire
continue sur V. Alors il existe un unique élément u de V' solution du probléme

variationnel (1.42).

Preuve. (est basée sur le théoréme des projections [3] Théoréme 3.1 et le

Théoréme de Riesz [3]Théoréme 3.2). m
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Chapitre 2

Résolution numérique des
différentes classes d’EDPs

par différences finies

On s’intéresse dans ce chapitre a la résolution numérique des quelques EDPs
qui consiste a donner une solution approchée a l'aide de la méthode des dif-
férences finies représentée dans la discrétisation du domaine de travail et la
discrétisation de ’équation & partir du développement de Taylor. On dispose
aussi deux méthodes associées aux différences finies pour la résolution associée
a l’équation elliptique représentée dans I’équation Laplace. Ces méthodes sont la
méthode directe et la méthode de relaxation . On donne ensuite quelques sché-
mas possibles explicites et implicites qui peuvent donner une solution approchée
d’une équation de type parabolique représentée dans I’équation de chaleur. Nous
observons & travers les graphes que les schémas explicites restent stables si le
pas de discrétisation reste inférieur & 1/2¢, sinon les schémas seront instables
contrairement aux schémas implicites qui sont complexe mais qui demeurent
toujours stables. Finalement on a considéré plusieurs schémas numériques pour
résoudre I’équation de transport et des ondes qui sont des équations hyperbo-
liques. On utilise pour la notion de stabilité des schémas, la stabilité au sens de

la norme {2 et la condition CFL.
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2.1 Principe de la méthode

En analyse numérique, la méthode des déférences finies est une technique
courante de recherche de solutions approchées d’EDPs qui consiste a résoudre
un systéme de relations (schéma numérique) liant les valeurs des fonctions in-
connues en certains points suffisamment proches les uns des autres. En appa-
rence, cette méthode procede en deux étapes, d’une part la discrétisation par
différences finies des opérateurs de dérivation /différentiation, d’autre part la
convergence du schéma numérique ainsi obtenu lorsque la distance entre les

points diminue.

2.1.1 Discrétisation de 'EDP

Soit h le pas de discrétisation. Prenons par exemple un domaine de R2. soit
[a,b] x [c,d] C R%et (z,y) € [a,b] X [c,d] la discrétisation de chaque intervalle se

fait comme suit : ( En prend h, le pas de discrétisation de [a, b] )

hy = % (ny étant le nombre d’intervalles dans [a, b]) 2.1)

on note par : (i) =x; =a+1i hy, i1 =0,1,2,..,m,
Remarque 2.1.1
Zit1 = a+ (i+1)h, = a+ih, +hy = x;+hy . nous désignons x; +hy , ©; — hy,

successivement par Ty et T;_1.

2.1.2 Approximation de ’EDP
L’idée fondamentale consiste a utiliser la définition de la dérivée (supposée
existe) de la fonction u en un point (x,y) € R?, par exemple en écrivant :

ou u(x 4 hg,y) — ulz,y)

%(:E?y) = hlznllo hJ,

(2.2)

On déduit que lorsque h, < 1, le quotient [u(z 4+ h,,y) —u(x, y)]/h, consti-

tue une approximation de la dérivée partielle premiére %(z, y) par rapport a

x au point (x,y). Dans le sens ou 'erreur commise dans cette approximation

tend vers 0 quand h, — 0. Si la fonction est un peu plus réguliére au voisinage
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du point z, on peut méme préciser cette erreur grace & un développement de

Taylor. En effet, en supposant u de classe C? au voisinage de x :

0 h? 9*u
u(@ + hay) = ule,y) + o' (@) + 2 55 (6 Y) (2:3)

Ou ¢ € |x,z + hg[. On déduit qu'il existe une constante C > 0 telle que
hy > 0, pour tout h; < hg (ho > 0 donné), ou C = supze[x7x+ho]g%‘;(z, Y)

’LL(LE + hzv y) — u({E, y) u
_ = < )
Y O (0.1)| < OB, (2.4

Définition 2.1.1

On dit qu’on a défini une approximation consistante d’ordre un de %(a: Yy) a
point x (ou approximation & droite). On dit de maniére générale qu’on a une
approzimation consistante d’ordre p (p > 0) s’il existe une constante C > 0,
indépendante de hy, telle que Uerreur soit majorée par ChE. D’autres approxi-
mations sont possibles tel que le quotient [u(x,y) — u(z + hy,y)]/(hz) (approxi-
mation & gauche ). Une fagon d’améliorer la précision consiste a « centrer »
Uapproximation, en faisant intervenir les points x + h, et x — hy, i.e. en consi-

dérant le quotient suivant [u(x + hy,y) — w(x — hy,y)]/(2h,) dit approximation

centrée. En effet, en supposant v de classe C° au voisinage du point x :

ou h2 8%u h3 n
u(@ +he,y) = u(z,y) +ha(z,y) + 7ﬁ( )+ g s (€7, 9)2:5)
ou h2 9%u h3
u(r — hg,y) = U(m,y)—hJ;%( y)"’?ﬁ( Y) — 6 —FUgzer (€, y)2.6)
Ou &' €lz, x4+ hy[ et € €]x — hy, z[. En soustraillant (2.5) et (2.6) et grace

au théoréme des valeurs intermédiaires on trouve :

(@ + hy,y) —u(z — hy,y) _ Ou hy

Ou ¢ €]z — hy,x + hy[. On déduit Verreur :

w(z + hyyy) —u(z — hyyy)  Ou Ugza (2, Y)
2h. - £(9C7ZU) < Chia ouC = Supze[mfhg,x%*ho]T
(2.8)

Cette derniére approximation est une approximation d’ordre deux. Donc la
précision de I'approximation dépend donc de la régularité de u. On définit la
dérivée second de u par [u(z + ha,y) — 2u(z,y) + (z — ha, y)]/(h2) c’est aussi

une approximation d’ordre deux.
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Lemme 2.1.1
Supposons que u de classe C* sur Uintervalle [x — ho,x + ho](Yho > 0), alors il

existe une constante C > 0 telle que, pour tout h, € [0, ho] on ait :

w(x + he,y) — 2u(z,y) +u(z — he,y)  0%u
@t hey) 2ule ) tule hest) T0i ) <onz 29)

La dérivée seconde %(m, y) de u(z,y) sera alors de la forme :

0*u u(@it1,Y5) — 2wl y;) +ul@i-1,y5)
55z (T Y) = . 2 ! d (2.10)
Remarques :

1. On fait la méme chose pour la dérivée partielle par rapport a y.

2. La dérivée ;%gy(x, y) de u(x,y) sera de la forme :

9*u (2.y) ~ (i1, Yj41) — w(@ip1,yj-1) — w(@i-1,y41) + u(@i—1,y;-1)
dzdy 7 4h by,

(2.11)

3. Notons par u(z;,y;) = u; ;, on & alors :

9u (3,y) ~v LIt est dit schéma a droite

@ ~ Wisg "Wi—155 3 o A N 2 12

G (w,y) ~ " est dit schéma a gouche (2.12)
x

9u(z,y) & “HLIM=LT egt dit schéma centré

2.2 Résolution numérique d’EDPs par différences
finis
2.2.1 Reésolution d’une EDP de type elliptique :

Soit ’équation de Laplace suivant :

Ou , Pu_

En utilisant (2.12) et (2.10) ’équation (2.13) devient :

Au = 0o itly =i U1y 4 i1 —2uij + Uiyt (2.14)
h2 h2
T Y
i = 0,1,2.n0 55 =0,1,2,.,n,
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Prenons le cas particulier h = hy, = h,. (2.14) devient :

Ui 1,5 —4Ui 5 + Ui 1,5 UG —1 FUju 41
B2

0,1,2,..,ny ,7=0,1,2,...,n,y

Au = 0&

=0 (215

i
Remarque 2.2.1
A chaque étape nous remarquons que pour calculer la valeur de u; ; auw point
(x;,yi) nous avons besoin de connaitre les point w;—1 j, Wit1,j, Wij—1, Wi j+1
comme lindique le dessin suivant, c’est pour cela que nous appelons cette for-

mule a 5 points qui peut étre représentée comme suit :

1
Au=0& 1 —4 1 U5 = 0 (216)
1

Ezxzemple 2.2.1

Soit & résoudre le probléme aux limites suivant :

Ay = % + ‘(%’2‘ =0 pour (z,y) € [0,20] x [0, 10]
u(z,0) = u(z,10) = u(0,y) = 0 ,u(20,y) = 100 (2.17)
hy =hy =h e {5,2.5,1.25,0.625,0.3125}

La résolution de ce probléme peut se faire en choisissant deux méthodes de
différences finis enfaisant varier h. Ces méthode sont : la méthode directe et la

méthode de relaxation de Liebmann.

La résolution par la méthode directe

Casouh =5

Ona:h, = %, alors n, = % = 4 de méme n, = 2. La grille maillée
contient alors (ny;+1)(n, + 1) mailles vu que nous avons a rajouter les points ou
x; = 0 et ceux ou y; = 0 et les conditions aux limites nous donnent les images
sur les bords, alors les points inconnus restent seulement ceux de l'intérieur du
quadrillage. Le nombre d’inconnues est alors (n; —1)(ny,—1) = 3. En substituant

dans (2.15) avec les conditions de (2.17), on obtient le systéme de trois équations
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a trois inconnues :
—4’114171 + uz1 + O’U,3’1 =0

1’LL171 — 4’[@71 + 1UJ3,1 =0

Oul,l + Uu2,1 — 4U3,1 = —100

Il nous reste maintenant a résoudre le systéme matriciel AU = B avec :

—4 1 0 Ui,1
A= 1 —4 1 ’ U= U2,1 7B =
0 1 —4 us,1 —100

Avec la méthode de Crout LU, nous obtenons la solution :

1.786
U= 7143
26.786

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Cas ou h=25: Nous aurons : n, = 8 et ny, = 4, ce qui donne n = 21

équations & 21 inconnues de la forme :

74U171 + u2,1 + O’LL371 + ...+ U1,2 + ... = 0
1U1’1 — 4’LL211 + ].’U,371 + O’U,4’1 + ...+ Uu2,2 +...+ 0U7’3 =0

OuLl + ...+ ’U,671 — 4U771 —+ O’UJLQ + ...+ ].”U,7’2 + ...+ 0’11,773 = 7100

Ou171 “+ ...+ 1’111772 + OU173 + ...+ 1u6,3 — 4’111773 = —100

Ou171 + + 1’[1,771 + e + Ou173 + 1U672 — 4’[1,772 + 0U72 + + IU773 = 7100

(2.21)

La condition aux limites nous a ramené a avoir la grille suivante dans la

quelle nous allons chercher les inconnue de systéme (2.21). Nous transformons

la matrice U en un vecteur v pour pouvoir bien résoudre le systéme sans erreur

puisque la résolution du systéme AU = B exige que U soit un vecteur. Ce qui
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conduit au systéme :

741)1+’U2+O’U3+...+’U8+0U9+...+0U21:0
].'Ul—4’[)2+11}3+0’U4+"'+U9+...+0’Ugl:0

0”[)1+...+U674U7+0U8+...+1’U14+0'015+...+0U21:7100
’U1+0U2+...—4U8+Ug+0?)10+...+’U15+0?)16+...+01)21:0

0”[)1+...+’U7+0”U8+...+’013+—4’014+0’Ul5+...+1’U21:—100

0’[)1+...+1’Ul4+01}15+...+1’020741}21 = —100
(2.22)

Il nous reste maintenant & résoudre le systéme matriciel suivant Av = B avec :

-4 1 0O --- -~ 0 1 0O --- --- 0 0
1 -4 1 0 0 1 0
0 1 0
1 -4 0 0 0
0 0 0 -4 1 0 0
= 0 0 1 -4 1 0 1 B
1 0 0
0 1 1 -4 0
0 0 0 -4 1
1 -4 0
1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1 -4

(2.23)
L’utilisation de la méthode de Jacobi ou Gauss-Seidel nous donne la solution
du systéme. Toutefois, nous adaptons la résolution directe. Les courbes qu’on

obtient pour h € {5,2.5,1.25,0.625,0.3125} sont représentées ci dessous.
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Figure 2.1 : méthode directe pour différentes valeures du pas h.

Remarque 2.2.2

Malgré que cette méthode a pu nous donner une solution approchée de I’EDP
Au =0, celle ci est obtenue par une approximation de % + 22772‘ = 0 par Uuti-
lisation de la formule de Taylor tronquée a l'ordre 2. Nous avons donc commis
une erreur de l'ordre de h%. Non seulement cette erreur commise est considé-
rable mais le calcul des éléments du vecteur W est de plus en plus couteus en
mémoire. Par exemple pour hy = hy = h = 1.25, la matrice A € M(105). La
résolution de ce systéme matriciel avec A une matrice carrée (105,105) néces-
site une mémoire considérable dans la machine. Or, pour approcher beaucoup
plus la solution numérique vers la solution analytique, nous devons faire tendre

h — 0 pour qu’l soit trés proche de la limite approzimée par la méthode de

Taylor.

Méthode de relaxation de Liebmann Pour remédier le probléme pré-
cédemment posé, Liebmann a pensé a la méthode itérative de Gauss-Seidel
puisque la matrice A est a diagonales strictement dominantes, i.e :

Aiil > > Al VI<i<n (2.24)
J=1,j#i
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La Méthode : Le schéma numérique obtenu a partir (2.15) donne :

Uig1,j =My 5 + Ui—1,j +Usj—1 FUs501 = 0 (2.25)
Uig1,5 TUi—1,5 TWis5—1 TUjyj41
= Uy = 1
ko ktl k4l k.
o il = il Uy U1 U
Uij = 4

Cette méthode est appelée la méthode itérative de Liebmann. Une condition
initiale est exigée, on peut aussi écrire :

k k+1 k+1 k
Uu; itu, s+ u +u;
k+1 _  k 14127 i1—1,7 iyj—1 i,5+1
ug =+ 1 (2.26)

Le terme entre crochets est appelé les résidus connu comme un ajustement de

la valeur précédente ul ; pour avoir la valeur uf';l
; .

Idée de Relaxation : Au lieu d’ajouter exactement les résidus, on ajoute
un terme un peu plus grand en introduisant un facteur de relaxation w compris

entre 1 et 2, pour avoir la nouvelle relation

ko k1 R+l k.
By S Uy 1f U 55 FU; -1 TUT 41
i = Wi 1

(2.27)

w Est appelé un optimum, et il est obtenu, dans les conditions de Dirichlet,
par une estimation plus raisonnable comme étant la plus petite valeur des solu-
tions de I’équation :

T r\°
<cos() + cos()) w? — 16w + 16 = 0 (2.28)
Ny Ny
La résolution de cette équation du second degré donne :

4
Wopt = . (229)

2+ \/4 — (cos(nlm) + COS(nly))z

Les courbes qu’on obtient pour h € {5,2.5,1.25,0.625,0.3125,0.15625} sont

représentées ci dessous.
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Figure 2.2 : Méthode de relaxation pour différentes valeures du pas h

Remarque 2.2.3

Nous remarquons que les deuxr méthodes convergent et tendent & former une
vraie courbe spatiale quand h tend vers zéro. Ce qui est en commun accord avec
les approximations car si h < 1, les approximations de Taylor sont presque
égales aux dérivées partielles respectives. 1l faut donc tenir compte la valeur de
h choisi. Il est aussi a noter qu’avec la méthode de relaxation le probléme de
mémoire n’est pas posé. Cette méthode de relaxation de Liebmann converge vite
que la méthode directe, ceci se voit par comparaison simple des figures. Le choix

de la méthode compte aussi plus pour mieuxr mener la résolution numérique d’
une EDP.

2.2.2 Reésolution d’'une EDP de type parabolique

Soit le probléme exprimé par ’équation de chaleur :

du _ 0%
ot = Caaz 0<zxz<L
u(z,0) = up(x) t>0 (2.30)

u(0,t) = a, u(L,t) = A
Les Différents schémas pour I’équation de la chaleur :

Rappel de la notation spatiale et temporelle : Si la fonction prend

comme variables le temps t; et I’espace x;,y;,... par commodité du langage,
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k

on notera w(x;,t;) par uJ et par u;; avec 2 dimenssions de l'espace et une

dimenssion du temps.
* Schéma explicite :

On prend dans ce schéma la dérivée a droite par rapport a ¢ , donc le probléme

(2.30) devient :

A S e
hy h2
o Tt 4 Mg g 2.31
ui _u Ch2( i+1 u +U2 1) ( . )

Dans le schéma explicite on peut résoudre les équations qui sont égales au

nombre d’inconnues c’est & dire chaque inconnue peut étre trouvée comme suit :

pour 5 = 0 en calcule le premier vecteur uzl
pour j = 1 en calcule le premier vecteur u? (2.32)
ect

* Schéma implicite :
Dans ce schéma on prend :

aQu u7—tll — 2u 7+1 + u1+1
— == 2.33
Ox? hi (2:33)

Et on prend la dérivée a droite par rapport a ¢, I’'éqution de (2.30) devient :

I
w20t uh .30
I ® '

Ce qui est implique :

. hy
uf“ J + ch—z( 2wt ) (2.35)

Dans le schéma implicite pour calculer ’étape j + 1 on a seulement 1’étape

J, aussi le schéma implicite peut étre écrit sous forme du systéme suivant :

KU = it v — 0,1,...,n, (2.36)
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* Schéma de Grank Nicolson :

Il est obtenu & partir des deux schémas précédents comme suit :

Ou it

— = d a d’apres s.implicite ) (2.37
502 02 (d’aprés s.implicite ) (2.37)
»u ug+1 —2u] +ul_,

- = (d’apres s.explicite)

ox? h2

Par addition et simplification on a :

2 j+1 j+1 j+1 J J J
OPu (wiy — 2w +upty) 4 (wi g — 2w +uy_g)

— 2.38
Ox? 2h2 (2:38)
Et on prend la dérivé a droit par rapport a ¢ :
Wl -2 bt ol — 2] )
-t = ¢ (2.39)
hy 2h2
J+1 J hi i i+l i1 J J J
& u =t (uiih - 20T il dugyy — 20 Hugy)

2h2
* Schéma général :

La représentation générale de ces schémas est de la forme :

w™ =] g (O = 207+ agt) + (1= 0)(uly = 2uf + i)

ou 6 est une variable telleque : 0 <6 <1
(2.40)

Si on considére le schéma centré par rapport a t on obtient le schéma de

DuFort-Frankel :

u{Jrl —u{fl 7Cuf:+1 -l-uz_l —ng (2.41)
2h; B h2 '

Soit la valeur de uf laquelle est obtenue & partir (2.12) par la formule :

_ G4 -1
uz = u (2.42)
2
Donc (2.41) s’écrit sous la forme :

. . 2hy
Wt =l 4

i ‘2 (u{+1 +ul_y -l - “fl) (2.43)
x
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La convergence et la stabilité des schémas : Soit @ la solution appro-
chée obtenue & partir de la résolution numérique de 1’équation de la chaleur.
Les schémas ci dessous sont dits stables ou convergents si @ — u(z,¢) quand
hs, he — 0 telle que u(z,t), c’est la solution du probléme continu (2.30). Théo-
riquement on ne peut pas démontrer la convergence car on ne connait pas la
solution du probléme (2.30), mais on peut faire des équivalences.

Equivalence correspond a

1. consistance< la précision< 'ordre.

2. La stabilité : Le schéma est dit stable si

* Yhy, hy et Vn/nhy <T (b < L.

n

* la solution du probléme discret (la solution numérique) reste bornée pour une
condition initiale bornée.

Exemple 2.2.2

Soit le probléme de Dirichlet :

Gu — cng; ,x € la,b],c=1
u(z,0) = sin(ax) (2.44)

u(a,t) =u(b,t) =0
On cherche la solution élémentaire de 1’équation & partir de la méthode de

séparation des variables, i.e on suppose que la solution u(z, t) du probléme (2.44)

est de la forme :

u(z,t) = flz)g(t) (2.45)
& u(z,0) = g(0)f(x)

Par dérivation par rapport & deux variables puis simplification on trouve :

ORIt

g(t) f(z)
t —0% et [ () — _p?

(‘avec 6 est une constante ) (2.46)

g'@) _
g(t) f(z)
& g(t) = Ae™t ot f(z) = Bcos(fz) + Csin(6x)

=

D’apprit la condition du probléme on & :

u(z,0) = g(0)f(x) =sin(ax) (A=C=1,B=0, 0=q) (2.47)
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Ce qui implique :

u(z,t) = et sin(ox) (2.48)

o oyl = i sin(aihy )
=

ul = AV sin(aih,) (A7 = e_azjh*’)

La condition de stabilité indique que la solution discréte reste bornée pour
une condition initiale bornée, alors pour que uf soit bornée il faut que A7 soit
bornée, car |sin(aih,)| < 1 ce qui implique w/ < 1 et donc il faut A7 < 1.
On cherche dans ce cas les conditions qui vérifient la stabilité, pour un schéma

explicite (2.31) :

Ai sin(ihy,) = AJ sin(aihm)—l—AjZ—; (sin(a(i 4+ 1)h,) — 2sin(aihy)+sin(a(i—1)h,))
(2.49)

Par division par A7 et utilisons les relations trigommeétrique on trouve :

Al'sin(aihy) = sin(az’hm)—l—;b;(Qsin(aihz) <—2sin2<a;x)>>(2.50)

T

ht .. 9 ahz
& A1+hg26<4s1n < 5 )>

Alors la condition sur A est |A] < 1. Posant H = Z—; (4sin® (24=)) on

obtient :

[Al<1&-1<1-H<1
ce qui implique 1-H>-1
alors H<2 = (}%481112 (%“)) <2

d’ou Z—é < % (car sin? (O‘Th*) <1

(2.51)

Finalement on trouve la condition de stabilité pour le schéma explicite de
la condition de Dirichlet qui est stable pour ,};—é < i (avec ¢ = 1). Pour cela
le schéma explicite est faible & cause de la condition de stabilité parce qu’ elle
impose une condition sur h; et h, et cela crée un probléme sur le pas. Cette
condition dit qu’il faut que h, ne soit pas trés petite pour que le schéma sera

stable. Contrairement aux schémas implicites elle est toujours stable V h; et Vh,
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Exemple 2.2.3
Soit a résoudre le probléme avec ’équation de la chaleur suivante :

du _ k 9%u

ot cp Ox?
100z st x€|0,1
1002 —2z) s xell,2]

Par exemple on prend k = 0.13, ¢ = 0.11, p = 7.8g/cm?, Ax = 0.25, le pas
du temps At sera donné par les conditions de stabilité définies par I’équation :

_ kAt _1 - : , ) .
= phe? < 3 La solution analytique est donnée comme suit :

(o)
1 T2n+1)(z —1) (373802 2
t) =800y ~ ST8En+) (9 53
u(zx,t) X 2 Zn 1) X COS 5 X e (2.53)

Dont la représentation de la solution est donnée dans le figure ci dessous.

Figure 2.3 : Représentation graphique de la solution analytique egqct (%4, ;)
Résolution numérique du probléme :

1. Schéma explicite : D’apres (2.31) 'équation du (2.52) s’écrit sous forme
u{ﬂ = 7“ug+1 +(1- 27°)ug + ruLl (2.54)

* r regroupe les constantes physiques du probléme et celles de la discrétisations

de I’espace [a, ] et du temps [0, Tpqz]-
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Pour j=0,t=0o0n a:

uzl = ru?H +(1- 27")u§J + ru?_l

(2.55)

L’équation nécessite la connaissance de la condition initiale pour démarrer

le processus de résolution. Cette condition n’est autre que f(z,0) = f(z;) donnée

par ’énoncé du probléme.

Le systéme numérique :

systéme linéaire de (n, — 1) équations & (n, — 1) inconnues suivant :

u{“ = ru% +(1- QT)U{ + rué
ué“ = T"U,g); +(1- 2r)ué + ru
j+1

— pnd _ J J
unz—l - T’U’nw + (1 270)“”@—1 + Tunz—2

Ou sous forme matricielle :

Uit = MU/ + N
0<j<n—1
Avec

1-2r T 0
T 1—2r r 0 0

0 r 1—-2r r
0 T
M =
0
r
0 0 0 r 1-—2r
0 0 ) 0 r

0
0

r

1—2r

Pour j fixé et ¢ = 1,...,n, — 1, on obtient un

(2.56)

(2.57)

J
Uy

0

J
TUy,

(2.58)

En utilisant la méthode directe pour résoudre ce systéme. Voici les courbes

obtenues pour r = i et r=0.625.
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8 3

N e

Figure 2.4 : Courbe de la solution numérique, méthode explicite pour r = i.

Figure 2.5 : Courbe de la solution numérique, méthode explicite pour r = 0.625.

Remarque 2.2.

Nous avons remarqué, d’aprés les deux graphes correspondantes a T < % etr > %
, que la méthode présente deux régions de stabilité. Si r < % la méthode est
stable et converge vers la solution analytique. Nous avons une courbe semblable
a celle de la solution analytiquement établie. Plus j s’accroit, plus les valeurs du
vecteur © deviennent nulles. Ce qui est en entier accord avec la solution exacte
qui est une série des fonctions convergentes, alors son terme général doit tendre
forcement vers 0 . Mais si r > %, la méthode présente des failles et la courbe

ne converge méme pas. L’allure obtenue dans ce cas est totalement différente o
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la solution exacte. Pour avoir un bon résultat dans cette méthode, il faut donc

tenir compte de la valeur de r car elle influencera sur le résultat.

Comparaison en fonction de r : Nous voulons comparer graphiquement
la méthode numeérique explicite ( pour r = 0.25) avec la solution analytique
pour voir comment la solution numérique se rapproche & la solution exacte.
Nous combinons le programme de la solution analytique avec celui de la so-
lution numérique directe aux points x = 0.25 et x = 0.75 pour pouvoir faire
la comparaison. Les courbes de comparaison obtenues sont illustrées dans les

figures suivantes :

T
Sol-exacte
Sol-approchée

Comparaison entre Sol-exacte et Sol-approchée au point x=0.25

Figure 2.6 : Comparaison graphique de la solution exacte et opprochée pour

r = 0.25 au point x = 0.25.
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T
Sol-exacte
Sol-approchee ||

0 2 4 6 8 1i07 12
Comparaison entre Sol-exacte et Sol-approchée au paint x=0.75
Figure 2.7 : Comparaison graphique de la solution exacte et opprochée pour
r = 0.25 au point x = 0.75.
2. schéma de Crank - Nicolson (ou méthode implicite) : D’apres le

schéma (2.39) on a :

WG = D -y, -2 b)) (259)
s —rulf+ 2+ QT)ugH —rull) =rul_, +(2— QT)ug + rugﬂ

Pour j fixé et ¢ varie, nous obtenons le systéme linéaire suivant :

MUY 4 Ny = MU 4 N, (2.60)
Avec :
24 9r —r 0 0
—r 24+ 2r —r 0 0
0 —r 242r -—r :
0 —r 0
M1: aNl
0 0
—r 0
0 .0 —r 242r  —r
0 0 0 —r 2+ 9r
(2.61)
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Et la matrice My est semblable a la matrice M7, seulement en remplacant
2+ 2r par 2 — 2r et —r par r. Le vecteur N> est aussi semblable & N7, en
remplagant —r par r, u} ™' par u}) et ul T par uf, . D’aprés (2.60) on peut avoir

un systéme matricielle d’ordre n, — 1 en divisant par M :
UIt = MY (MaU? + (Ny — Ny)) (2.62)

On obtient les courbes de la solution numérique de la méthode de Crank-

Nicolson, pour r < % et r > %

2

B 3

NS

Figure2.8 : Courbe de la solution numérique, méthode implicite pour r < %

(r=0.25).

Figure2.9 : Courbe de la solution numérique, méthode implicite pour r > %

(r=0.625)
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Remarque 2.2.5
Nous remarquons que la méthode de Crank - Nicolson est inconditionnellement

stable . La méthode converge plus vite vers 0 pour n’importe quelle valeur de r.

2.2.3 Reésolution d’une EDP hyperbolique
Probléme avec équation du transport :

du Ou _ +
o T Cor = teR

0 (2.63)
w(z,0) =up(z) 0<z <1 '

Différents schémas pour 1’équation du transport :

1. Schéma explicite : Les schémas explicites de ’équation du transport

sont :

* Schéma explicite décentré & gauche en espace

L _ . .
wt—u o ful v
hy hy
i+1 Cht ; Cht :
* Schéma explicite centré en espace :
1 . , .
A (TS 0
hy 2hy
ivn_ g T j
A e Cﬁ(ui-&-l —u_y) (2.65)
T

* Schéma de Lax-Friedrichs : Soit la valeur de u! obtenue a partir (2.12)
par ‘ ‘

ul = % (2.66)

En remplacant la valeur de uz dans (2.65) on obtient le Schéma de Lax-

Friedrichs suivant :

, 1 h . 1 h j
ungl = (2 — C2ht> Ug+1 + (2 + Cth > U',Z_l (267)

* Schéma de Sout-Moutant :
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Prenant les dérivées centrées, par rapport a t et par rapport & = et en rem-

plagant dans I’équation (2.63) on obtient :

ul ™t - Uiy — Uiy
2hy 2h,
. - he . .
& wlt =l - Sl ) (2.68)

Un schéma, est dit explicites si uf 1 est calculé explicitement & l'aide de u{ .
2. Schéma implicite :

Considérons le schéma implicite décentré a droit en espace :

Jj+1 J J+1 g+l
L Y s B
ht hm
g g g
S ou =u — N (uH_l —ul) (2.69)
T

Remarque 2.2.6

Si la relation qui définit le schéma fait intervenir les N wvaleurs consécutives
Wt wd, L uwI TN e schéma est dit & N pas. Par exemple, le Schéma de Sout-
Moutant est un schéma & deux pas alors que tous les autres schémas présentés
sont a un pas seulement. Il est a noter que pour les schémas multi pas, la donnée
de Cauchy u; ne suffit plus pour initialiser la méthode. Ainsi, le schéma Saut-
Mauton nécessite de connaitre (uj )icz et (u; ' )iez , pour le calcul de ul pour

j > 2 . Dans ce cas, il est possible de recourir & une méthode & un pas pour

2 . 1
évaluer la suite (u; )iez.

Etude de la convergence, la stabilité et la consistance

* La stabilité du schéma (2.65) : Etude de la stabilitée au sens de la norme
2. Pour étudier la stabilité on introduit la fonction en escalier v/ définie
par

v (x) = v! pour (i — %)Am <z <(i+ %)A:ﬂ (2.70)

Le produit scalaire sur L? qui est :

(u,v) = /u(z)v(x)dz (2.71)
R

40



qui coincide avec le produit scalaire

= {(u,) jGZaZ|u]| < 400} quiest (u,v) Zujv] (2.72)
7=0

par conséquent [ est isomorphe au sous espace de L2des fonctions constantes
par morceaux : la fonction v’ peut étre assimilée a la suite (v?);ez. D’autre part

on dira que le schéma numérique (2.65) est stable au sens de la norme 2 si :

[07]] 2y < C V5 >0 (2.73)

avec C' constante indépendante de j.
Proposition 2.2.1

Le schéma numérique (2.65) est inconditionnement instable au sens de la norme

12

Preuve. le shéma pour une fonction de u € L? on peut considérer sa trans-

formée de Fourier

F(u)(€) = /u(x)e*i&dm (2.74)
R

On rappelle que pour toute fonction u € L?

F(ra(u))(€) = e F(u)(€) (2.75)

ou 74(u)(z) = u(x + a). D’apres (2.70) le schéma numérique (2.65) devient :

j+1 o chy
J+ — ) —

i T U th( i+1 —vi_y)
Le schéma en variable de Fourier s’écrit alors :
F1)(€) = A€)F(0)(€) (2.76)
Ou A(¢) s’appelle le coeficient d’amplication et vaut

A¢)=1- ch— sin(h,€) (2.77)

xr

Alors F(v7)(&) = (A(€))? F(v°)(€). Si sin(h,&€) # 0 alors |A(€)] > 1 donc le

schéma est numériquement instable car

07| =|F@)| , — oo quandj— oo (2.78)

L2(R) L2 (R)
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* Stabilité du schéma Saut-Moutant : Notion de CFL.

Proposition 2.2.2
Le schéma numérique Saut-Moutant est consistant avec [’équation de trans-
port. Il est stable au sens de la norme L? sous la condition CFL (Courant
Friedrichs-Lazx)

|| Z—i <1 (la condition CFL) (2.79)

Preuve. de la stabilité m

D’aprés (2.70) le schéma numeérique (2.68) devient :

p . he p
o =0l - Tl vy (2.80)

En variables de Fourier le schéma s’écrit :

F@thEe) | [ —2ictsin(heg) 1 F(v9)(€) (2:81)
F(7)(&) 1 0 F@I7)(€)
Sous la condition CFL les valeurs propres de la matrice sont :
. he hi . o
A = —ier= sin(h &) +4/1— CQh—Q sin”(hz&) (2.82)
. ht . h? .92
Xo = —ic—sin(hg€) — /1 — 2= sin”(hy€) (2.83)
hy h2
Comme |A1| = [A2| = 1 donc la puissance j°™¢ de la matrice est donc bornée.

(A7 est bornée si et seulement si son rayon spectral p(A4) < 1)

(avec p(A) = max{|\k|, A valeur propre de A}).
* Etude du schéma implicite :

Proposition 2.2.3

Le schéma numérique (2.69) est stable au sens de la norme 2.

Proposition 2.2.4

Le schéma numérique (2.69) est consistant avec I’ équation de transport (2.63).
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Probléme de Cauchy avec équation des ondes

%u u _
u(z,0) =up(z) 0<z <1

Nous utilisons les approximations de Taylor trouvées dans les équations

(2.10) pour établir le schéma numeérique de cette EDP. Nous avons donc :

W oy it W —2ul +ul
i 22 + 3 _ k i+1 21 1—1 (285)
h‘t h‘a:
. kh? - kh? . ;
& U= T;(ug—&-l +uj_q) +2(1- T;)Uf —u
T T
2
C’est ’équation numérique de ’équation des ondes. On pose % =1, on
trouve alors :
ultt = ugﬂ ol | —ul (2.86)

Remarque 2.2.7

Avec les différences finies, 'équation (2.86) est le schéma numérique utilisé
pour la résolution de I’équation d’ondes du probléme (2.84). Mais, il se pose un
probléme de mise en ceuvre de ce schéma vu que u est connu at =ty = 0 qui
est la condition initiale. Or, pour calculer u a t = t1, nous devons connaitre la

valeur deuw at =t_q.

propléme mixte 4 équation d’ondes :

Soit le probléme :

2 2
Gt —kG4=0 teR*

w(z,0) =up(z) 0<z <1 (2.87)
ou(zx,
i = gla)

Connaitre les valeurs de w & t = t_; = —h; n’est plus un probléme quand

nous avons des conditions de Neumann de type dérivée (condition sur la vitesse

de propagation).Ces conditions permettent d’avoir :

ou(x;,0)  u(xg, At) —u(zs, —At)
ot B 2A¢ = 9(@) (288)
ul — u,_l

oh, = gi=u ' =ul —2hg
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Remplacons la valeur de u; 1 dans I’équation (2.86 ) on obtient :

|
up = 5(u?+1 +ud )+ hegi (2.89)

Remarque 2.2.8

C’est avec une condition sur la vitesse, une simplification de l’expression % par
1, que nous avons pu résoudre cette équation hyperbolique. Toutefois et mélheu-
reusement, ce n’est pas tout le temps pareil et la donnée d’une telle condition de
type Neumann n’est pas usuelle. On sera donc souvent bloqué sur la résolution
d’une équation hyperbolique si nous nous inspirons seulement de la méthode des

différences finies.
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Chapitre 3

Résolution numérique par
la méthode des éléments

finis

Nous abordons dans ce chapitre les idées de base de la méthode des élé-
ments finis au moyen d’un exemple unidimensionnel. La méthode de Galerkin
est employée en tant que cadre général. Cette méthode consiste & écrire le pro-
bléme sous forme variationnelle dont la solution est cherchée dans un espace
de Hilbert de dimension infinie. On raisonne alors avec une approximation de
dimenssion finie et on montre que le probléme approché correspondant est équi-
valent & un systéme linéaire qui s’écrit sous forme AU = B avec U la solution
cherchée par cette méthode et les éléments de la matrice A sont obtenue & partir
de l'intégration et dérivation des éléments finis choisis. Pour cette méthode, il
existe relativement une théorie mathématique connue par le Théoréme de Lax-
Miligram. Ce théoréme permet d’obtenir I'existance et I'unicité d’un probléme

variationnel sous certaines hypothéses.
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3.1 Principe de la méthode

Dans le chapitre I nous avons expliqué comment transformer un probléme
quelconque en un probléme variationnel. Moyennant certaines hypotheéses sur
I’EDP, nous avons ensuite montré ’existence et 'unicité d’une solution de ce
probléme variationnelle, via le théoréme de Lax-Milgram. Mais il s’agit 1a d’'un
résultat purement théorique, ne permettant pas de calculer cette solution de
maniére explicite. Reprenons le probléme variationnel général suivant : trouver
u € V tel que pour tout v € V on ait : A(u,v) = L(v) ou V est un espace de
Hilbert, L est une forme linéaire continue sur V et A est une forme bilinéaire
continue sur V', de sorte que, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram nous savons
que ce probléme admet une solution unique, noté u dans l’espace V. L’idée
de base consiste a résoudre ce probléme variationnelle, dans un sous-espace de
dimension finie, noté VdeV :cestle principe de la « méthode de Galerkin».
Pourquoi V de dimension finie? Pour n’avoir qu’un nombre fini d’inconnues
qu’on pourra calculer, et en résolvant un systéme linéaire. D’un point de vue
théorique, il est nécessaire que la dimension N de l’espace V est choisie de

maniére & approcher la solution exacte de maniére la plus précise possible.

3.2 Résolution numérique par éléments finis en

une dimension :

Soit le probléme suivante :

—w(@) = f(@) @€l

w(0) = u(1) =0 (31)

La présentation faite sur cet exemple a pour but de donner les idées de base
et ne constitue qu’une premiére introduction & la méthode des éléments finis.
L’approche repose sur la méthode de Galerkin qui permet d’écrire le systéme
différentiel sous forme variationnelle dans un espace de dimension finie.

Soit une fonction v(z) € C1([0,1]), nulle en 0 et 1. On peut écrire :

1

—/1u” (z)v(z) = /f(m)’v(x) (3.2)

0
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En intégrant par parties, elle devient :
1 1
/u’(x)v'(x)dx = /f(x)v(x)dx Yo eV (3.3)
0 0

Avec V = {v e " [0,1],v(0) = v(1) = 0} un sous-espace vectoriel de C*([0, 1]).
Une solution de la forme variationnelle (3.3) s’appelle solution faible du probléme
différentiel de départ.

On cherche alors a écrire un probléme approché dans un sous-espace vecto-
riel de dimension finie. Soit V un sous-espace vectoriel de V' de dimension N
finie. Soient ¢y, ¢, ..., ¢, N fonctions linéairement indépendantes de V. Ces
fonctions constituent une base du sous-espace V. Ainsi, toute fonction u de 1%

peut se décomposer selon :

i) = 3 ()9 (@) (34)

Résoudre le probléme différentiel de départ revient alors a chercher une so-
lution 7 € V telle que :
1 1
/ (@) (2)da = / F@)i(z)de VT eV (3.5)
0 0
1
Prenant a(u,v) = /ﬂ(a:)ﬂ’(m)dz, d’aprés (1.36) et (1.37) et (1.38) est une

0
1

forme bilinéaire continue coercive et L(v) = / f(z)v(x)dz, d’apres (1.34) et
0
(1.35) est une forme linéaire continue. Donc (3.5) s’écrit sous forme :

a(@,v)=L@) Vo eV (3.6)

Nous cherchons maintenant une solution approchée @ de (3.1) avec (3.6) qui
est un probléme variationnelle discret associée a (3.1). Il admet une solution
unique d’apreés le Théoréme de Lax-Miligram. C’est-a-dire on cherche N réels
U1, Us, ..., uy veérifiant :

1 1

> o) [j@di()dn = [f@pon(a)dn vocT @)

0 0



Soient A = (a;;) la matrice de N x N éléments et B = (b;) le vecteur a N
composantes définies par :

1 1

a;; = /d)é(x)d);(:c)dx et b; :/f(x)gbi(x)dx (3.8)

0 0
Par définition, la matrice A est symétrique. Notons U le vecteur des N incon-
nues uj, U, ..., . Le probléme différentiel se rameéne finalement & la résolution
du systéme linéaire :

AU =B (3.9)

Il reste maintenant a choisir les N fonctions ¢,(x) pour résoudre ce systéme.

3.2.1 Choix des fonctions ¢,(x) éléments finis.

L’intervalle ]0, 1] est discrétisé en N points de coordonnées ;. Les fonctions

¢, (x) sont choisies comme fonctions polynomiales de degré 1 définies par :

LTizl g T < x < xy
Ti—Tj—1
_ T—Tit1 .
¢i(z) = Tisws ST ST S Tig (3.10)
0 sinon

Ces fonctions sont appelées les éléments finis de degré 1. Avec ces éléments finis,
la matrice A est tridiagonale. Il est aussi possible de choisir pour éléments finis
des fonctions de degré 2 ou plus.

Le calcul de la matrice A fait intervenir les dérivées ¢;(z) :

1

Ti—Ti—1

Ti—Ti+1

si w1 <z <1

0 sinon

D’autre part les fonctions ¢,(x) sont des fonctions a support [i — 1,4+ 1] car :

(3.12)
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Calculons maintenant les éléments de la matrice A tridiagonale et symétrique.

Les trois termes des diagonales sont :

i = [ @)l () = ! (3.13)

Qi—1,i = /@—1(35)(1’2(3?)6& = xi:zli,l

Calculons les composantes du vecteur B par la méthode des trapézes comme

suit :
1
b= [ s o= (I g
0

Le systéme linéaire & résoudre s’écrit donc, sous forme indicielle :

Ui —Uis1 Uikl — Ui (wm — Ti1
Ti— Ti—1  Tiy1 — T4 2

) fi pouri=1,...N (3.14)
On constate que la méthode des éléments finis sur une dimenssion consiste a :
1. Choisir N points entre 0 et 1 et choisir les fonctions ¢;(z).
2. Construire la matrice A.
3. Déterminer le vecteur B.
4. Résoudre le systéme linéaire AU = B.

Remarque 3.2.1

On cherche la solution par la méthode des éléments finis aux point x; et entre
les points x; et qui est la propriété associée & la méthode des éléments finis.
Contrairement & la méthode de différances finies qui calcule les solutions appro-

chées aux points x; seulement.

On rappelle la discrétisation avec un schéma aux différences finies d’ordre 2

—Ujp1 + 2U; — Uiy
72

=f; pouri=1,...N (3.15)
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Soit la forme matricielle associée aux différences finies :

2 -1 0 0 uy h2 f1 + ug
1 2 -1 . ... 0 s B2y
0 -1 0 - (3.16)
0 ;
0o . . 1 UN-1 h? fn_1
0 -« .. 0 -1 2 un W2 fn 4+ un 1

3.2.2 Application numérique :

On choisit comme fonction f(x) = sin(wx). La solution analytique du pro-
bleme est u(x) = %;”) Notons par un indice u; la solution analytique et (u;)q
la solution approché. Divisons 'intervalle ]0, 1] en dix segments réguliers de pas
h = 0.1. Pour la discrétisation de la méthode des éléments finis, on a N = 9
noeuds de calculs.

D’apres (3.13) on arrive a :

1 1
@ii = Ti—wig + Tit1—Tg 20
— —1 —
Qiitl = gr—g; = —10 (3.17)
—1
Ai—1,4 = Ti—; 1 =-10

Pour N =149, f; = sin(nz;) et h = 0.1, ( 3.9) est de la forme :

20 -10 0 .- ... 0 uy hfi
-10 20 -10 . .- 0 U hfa
oo 0 = (3.18)
0 :
0 IR - T )| UN-1 hfn-1
0 0O —-10 20 un hfn

Avec la méthode de Jacobie nous obtenons la solution discréte pour la mé-

thode des éléments finis reportée dans le tableau suivant : ( |er| = |erreur| )
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T 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

U; 0.0313 | 0.0596 | 0.0820 | 0.0964 0.1013 | 0.0964 | 0.0820 | 0.0596 | 0.0313

(u;)q | 0.0290 0.0552 0.0759 0.0893 0.0938 0.0893 0.0759 0.0552 0.0290

ler| | 2.31073 | 4.41073 | 6.11073 | 7.1 1073 | 7.51073 | 7.1107% | 6.11073 | 4.41073 | 2.31073

Résultats obtenus par la méthode des éléments finis

Remarque 3.2.2

On remarque & partir Uerreur que pour la méthode des éléments finis est consis-
tante, stable car les erreurs ne s’amplifient pas (trop) au cours du calcul. D’ap-
prit le Théoréme de Lax, la méthode est convergent et donne une bonne ap-

proximation.
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Discutions

Les EDPs linéaires du second ordre jouent un réle considérable en mécanique
et en physique, exemple : propagation, vibration, mouvements, potentiels,....En
générale, il n’est pas possible de trouver une solution exacte d’une telle équa-
tion si elle est difficile a réroudre analytiquement, ce qui nous rameéne & chercher
des solutions particuliéres ou de solution approchée de ces problémes et surtout
lorsqu’il s’agit d’un probléeme de Cauchy. Pour cela nous avons donné quelques
méthodes numériques qui permettent de résoudre ces problémes. Ces méthodes
sont la méthode de différences finies et la méthode des éléments finis. La pre-
mieére méthode a été appliquée sur les différentes classes d’EDPs d’ordre deux.
Or, pour approcher beaucoup plus la solution numérique vers la solution analy-
tique, nous devons faire tendre le pas h de discrétisation vers zéro pour qu’il soit
trés proche de la limite approximée par la méthode de Taylor, car si la valeur de
h est trés petite les approximations de Taylor sont presque égales aux dérivées
partielles respectives. Il faut donc tenir compte la valeur de h choisie selon le
schéma, comme on a trouvé dans le schéma explicite pour I’équation de chaleur,
mais pour un schéma implicite on remarque qu’elle est inconditionnellement
stable pour n’importe quelle valeur de h. Pour 'EDP de type hyperbolique,
nous avons pu résoudre cette équation hyperbolique par les différences finies.
Toutefois et malheureusement, nous ne pouvons pas avoir dans tous les cas une
telle condition de type Neumann. On sera donc souvent bloqué sur la résolu-
tion d’une équation hyperbolique si nous nous inspirons seulement la méthode
des différences finies. Ensuite on a abordé une autre méthode numérique dite
méthode des éléments finis, connue par la méthode de Galerkin représentée sur
un exemple de dimension une. Elle a pour but de donner les idées de base et ne
constitue qu’une premiére introduction a la méthode des éléments finis. Pour
une application numérique on remarque que cette méthode est stable et per-
met de donner une bonne approximation a partir du calcul des inconnues finies

associées a la solution approchée aux points de discrétisation et entre ces points.
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Conclusion

La recherche d’une solution numérique d’une EDP conduit a ’utilisation des
méthodes numériques qui permettent de trouver cette solution, par I'introduc-
tion de la notion de schémas aux différences finies. Ces méthodes proviennent de
la discrétisation d’opérateur différentiel intervenant dans I’équation, moyennant
une hypothése de régularité de la solution. Les différents schémas que nous choi-
sissions sont acceptables, si les notions de la consistance, la convergence et ’ordre
de la précision sont vérifiées car la solution approchée d’un schéma numérique
reste peu crédible tant que sa convergence n’a pas été montrée. Cette preuve
est sans doute le point le plus délicat de la méthode des différences fines si on
ne connait pas la solution analytique. Nous avons remarqué que pour I’équation
des ondes par exemple, la méthode des différences finies posait un probléme,
et il fallait simplifier certains termes et ajouter une condition supplémentaire
(condition de Neumann) et la donnée d’une telle condition n’est pas usuelle.
Nous serons souvent bloqués pour la résolution d’une équation hyperbolique si
nous utilisons seulement la méthode des différences finies et il fallait trouver une
autre méthode pour la résoudre. Par I'introduction de la notion des éléments
finis nous trouvons que la solution est donnée avec une bonne approximation.
On conclut finalement que pour résoudre un probléme quelconque on utilise le
modele (ou la méthode) qui est le mieux adapté pour résoudre ce probléme.
En plus, ce travail nous a permis de connaitre qu’il existe plusieurs méthodes
numériques qui permettent d’approcher une équation aux dérivée partielles, ce
qui nous conduit & affirmer qu’il n’existe pas une méthode numérique universelle

pour approcher la solution exacte.
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ANNEXE

Exemple : d’équation de Laplace (Résolution par La méthode directe)
% (La transformation de la matrice U en un vecteur v’)
ok Rk Rk

for j=1 :ny-1

for i=1 :nx-1

v(k)=u(i,);

k=k+1;

end

end
L L LT
clc ;clear

h1=[5:2.5;1.25;0.625:0.3125] ;

for z=1 :length(h1l)

h=h1(z)

a=0;b=20; c=0; d=10;

nx=(b-a)/h ;ny=(d-c)/h ;n=(nx-1)*(ny-1) ;
%(remplissage des éléments de la matrice A)
A=zeros(n);

for i=1 :(n-1)

for i=1 n-nx+1
A(nx-14i,1)=1;
A(i,nx-1+i)=1;

end

%)



A(nmn)=-+4;

% (remplissage des éléments de la matrice B)

for i=1 :n

B(i)=0;

if (mod(i,nx-1)==0)
B(i)=-100;

end

end

% (résolution du systéme Av=B et transformation du vecteur v en la matrice

V =A\B’;
k=1;

for j=1 ny-1
for i=1 :nx-1
u(ii)=V(K);
k=k+1;

end

end
%(décallage des éléments pour insérer les conditions aux limites)
for j=ny :-1 :2
for i=nx :-1 :2
u(id)=u((-1),(-1))
end

end

for i=1 :nx

for j=1 :ny
u(1,i)=0;
u(j,1)=0;
u(ny—+1,i)=0;
u(j,nx+1)=100;
end

end

u(1l,nx+1)=0;
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%(les vecteurs x et y)

x=0 :h :b; y=0 :h :d;

% (affichage la courbe en tenant compte des vecteurs x,yet de la matrice U)
title(" h =) ;

subplot(2,3,z),

mesh(x,y,u)

end

Sk 3k sk Sk Sk Sk sk Sk Sk sk kKK K KKK K K R R R >R sk R sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skokoskoskokokokokok ok

Résolution par La méthode de relaxation
SRRk kR Rk kR Rk ok ok
clear; clc;

h1=[5;2.5;1.25;0.625;0.3125;0.15625] ;

for z=1 :length(h1l)

h=h1(z)

a=0; b=20;c=0; d=10 ;nx=(b-a)/h ;ny=(d-c)/h;
c=cos(pi/nx)+cos(pi/ny) ;w=4./(2+sqrt(4-c.*c)) ;
u=zeros(ny+1,nx+1);

v=zeros(ny+1,nx+1);

for j=2 :ny

u(j,nx+1)=100;

end

while (norm(u-v)<=1e-6)

v=u;

for j=2 :nx

for i=2 :ny

u(i,j)= u(i,j)+w./4*(u(i+1,j)+u(i-1,j)+u(ij+1)+u(i,j-1));
end

end

end

% les vecteurs x et y

x=0 :h :b; y=0 :h :d;

%(affichage la courbe en tenant compte des vecteurs x,y et de la matrice U)

title(’h =) ;
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subplot(2,3,z),

mesh(x,y,u)

end

Sk 3k Sk ok Sk Sk sk Sk Sk sk kKR KK KK R R R R R sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skoskoskoskokok kR kR R R Rk

Exemple : d’équation de la chaleur (Représentation de la solution analy-
tique)

B T T T T R e T I L L T,

clc; clear;

k=0.13 ;c=0.11 ;p=7.8 ;dx=0.25 ;r=0.25 ;

dt=dx*dx*c*p*(r/k) ;Tmax=100*dt ;

%(Nous avons fait Tmax un multiple de dt pour qu’en le divisant par dt, nt
soit toujours un entier, car sinon le programme ne compilera pas)

cla=0;clb=0;a=0;b=2 ;nx=(b-a)/dx ;nt=Tmax/dt

x=0 :dx :b; t=0 :dt :Tmax;

%(la solution analytique pour 1’équation de la chaleur)

v=zeros(nx+1,nt+1);

n=0;

while(n<=100)

for i=1 :nx+1

for j=1 :nt+1

u(i,j)=v(i,j)+800 *1/(pi~2*(2 *n+1)"2) *cos(pi *(2 *n-+1)*(x(i)-1)/2) *exp((-
0.3738)* (2 *n + 1)"°2* t(j));

v(ig)=u(ij);

end

end

n=n-+1;

end

mesh(t,x,v)

oKk Rk KRR KR KSR Sk KRR SRR KR SRR KSR KRR SRR K ok K

La solution numérique de la méthode explicite : Le programme sui-
vant calcule les valeurs du vecteur u, remplacé par le vecteur ﬁ dans le pro-
gramme, pour pouvoir lier le programme avec le premier calculant. Les éléments

de la matrice v pour la solution exacte, & chaque instant j et qui les stocke dans
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une matrice w, en comminant par les valeurs initiales. Pour avoir la courbe du
deuxiéme cas, il suffit de remplacer r par 0.625. u% Elle notée par cla, et U%m
notée clb.

Sk 3k sk ok Sk Sk sk Sk ok sk kKR K K KR R R R R R sk sk sk Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skoskoskokoskok kR R R R Rk R

clc; clear;

k=0.13;c=0.11;p="7.8 ;dx=0.25;

r=0.25 ;dt=dx*dx*c*p*r/k;

Tmax=100*dt ;a=0:;b=2;

cla=0;clb=0;

nx=(b-a)/dx ;nt=Tmax/dt ;

x=0 :dx :b;t=0 :dt :Tmax;

for i=1 nx-1

N(i)=0;
end
N(1)=r*cla;

N(nx-1)=r*clb;

for i=1 :nx-2

M(i,i)=1-2%*r;
M(i,i+1)=r;
M(i+1,i)=r;

end
M(nx-1,nx-1)=1-2%r;
for i=1 :nx+1

if x(i) < 1
Ci(1)=100*x(i) ;
else
Ci(i)=100*(2-x(i)) ;
end

end

for i=1 :nx-1
h(i)=Ci(i+1);
end

=1;
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h=h’;

while(j < nt + 2)
for i=1 :nx-1
w(ij)=h();

end
h=M*h+N";
J=itL;

end

for i=nx :-1 :2
for j=nt+1 :-1 :1
w(ij)=w(i-L);

end

end

for j=1 nt+1
w(lj)=0;
w(nx+1,j)=0;
end

mesh(t,x,w) ;

RSk KR KRR Sk KR KK SRR K SRR KRR SRR oK Sk KKk sk sk sk K ok K o

La comparaison entre la solution analytique et la solution numérique ou
point 0.25 et 0.75 pour r=0.25

KRRk KSRk KRR KSR K K Sk KRR SRR K SRk Sk K SRR R Sk KRk SRk Kk K o

Sexa=v(2, :);

Sapr=w(2, :);

plot(t,Sexa,’r’ t,Sapr,’g’) ;

xlabel(’Comparaison entre Sol-exacte et Sol-approchée au point x=0.25")

legend(’Sol-exacte’,’Sol-approchée’)

grid
Sexa=v(4, :);
Sapr=w(4, :)
figure(2)

plot(t,Sexa,’r’ t,Sapr,’g’) ;
legend(’Sol-exacte’,’Sol-approchée’)
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xlabel(’Comparaison entre Sol-exacte et Sol-approchée au point x=0.75")

grid

Kk kSRR SRR KR KK SRR SR KR KK SR KK SR Kk KSR K o Sk Kk KK SRR K SR Kk KRk

La solution numérique de la méthode de Crank-Nicolson (Pour avoir
la courbe du deuxiéme cas, il suffit de remplacer r par 0.625)

B L R T T LT T T T

clc; clear;

k=0.13;c=0.11;

p=7.8;dx=0.25;r=0.25;

dt=dx*dx*c*p*r/k ; Tmax=100*dt ;

a=0:;b=2;cla=0;clb=0;

nx=(b-a)/dx; nt=Tmax/dt;

x=0 :dx :b; t=0 :dt :Tmax;

for i=1 :nx-1

N1(i)=

N2(i)=

end

N2(1)=-r*cla;

N2(nx-1)=-r*clb;

for i=1 :nx-2

M1(i,i)=2+2%r;

M1(i,i+1)=-
1(i+1,i)=-
M2(i,i)=2- 2*

(

(

0;
0;

)

=

M2(i,i+1)=r
M2(i+1,i)=r

end
M1(nx-1,nx-1)=242%r;
M2(nx-1,nx-1)=2-2%r;
for i=1 :nx+1

if x(i)<1
Ci(i)=100"x(i) ;

else

61



Ci(i)=100*(2-x(i)) ;
end

end

for i=1 :nx-1

h(i)=Ci(i+1) ;

end

=1

h=h’;
I=eye(nx-1)
while(j<nt+2)
for i=1 :nx-1
w(ij)=h();
end
h=M1\D)*(M2*h+(N2’-N1")) ;
J=i1;

end

for i=nx :-1 :2
for j=nt+1 :-1 :1

end

end

for j=1 nt+1
w(Lj)=0;
w(nx+1,j)=0;
end

mesh(t,x,w) ;

3k 3k sk ok ok Sk sk Sk Sk Sk kKK KK K R R K R R 3R sk 3R SR Sk sk sk sk Sk Sk sk ok sk sk sk sk sk sk ki sk kR KR R R R R R R R skskoskoskoskoskoskosk
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